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LAKATOS COMO FILOSOFO DAMATEMATICA'

RESUMO

-~

O objetivo do presente artigo ¢ discutir algumas das caracteristicas da Filosofiada
Matemdtica de Lakatos. Na primeira parte do artigo, o pensamento de Lakatos
sobre a Matematica é situado dentro do quadro geral da Filosofia da Matematica do
século XX. Na segunda parte, € discutida a interpretagio oferecida por Lakatos do
método de analise e sintese na Geometria e na Filosofia Moderna. Essa interpretaco
¢ comparada com outras interpretagdes desse mesmo método. Na terceira parte
deste artigo, sfio analisados o método de provas € refutagdes de Lakatos e suas
aplicages a reconstrugio racional da histéria da Matematica.

Palavras-chave: Filosofia; Epistemologia; Filosofiada Matemética.

ABSTRACT

The goal of the present paper is to discuss some of the aspects of Lakato’s
philosophy of Mathematics. The first part of this article is devoted to describe the
main caracteristics of Lakato’s Epistemology of Mathematics. In the second part
the lakatosian interpretation of the old method of analysis and synteses of greek
Geometry is discussed .In the third part the method of proof and refutations is
analysed and evaluated as a possible rational reconstruction of the History of
Mathematics.
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INTRODUCAO

Imre Lakatos € uma das figuras mais conhecidas da Filosofia da Ciéncia do
século XX. O seunome estd associado ao termo “programa de pesquisa™, expresséo
usada por Lakatos no intuito de explicar o desenvolvimento da ciéncia empirica. No
entanto, no inicio de sua carreira, os interesses de Lakatos estiveram voltados para a
- Filosofia da Matemaética.

Como filésofo da Matemética, Lakatos apresentou um pensamento heterodoxo.
Enquanto que a maioria dos filésofos da Matematica do século XX pensou que a
tarefa de uma Filosofia da Matematica consistia em uma tentativa de justificar a priori
esse conhecimento, Lakatos ancorou sua reflexfio na histéria dessa ciéncia. Deste
modo, Lakatos estendeu o falsificacionismo popperiano aos enunciados da Matemética.

Na primeira parte deste trabalho, nos ocupamos do lugar de Lakatos dentro do
quadro geral da Filosofia da Matemética do século XX. Na segunda parte, trataremos
da interpretacdo oferecida por Lakatos do método de analise e sintese usado na
Geometria grega. Ao interpretar esse método, Lakatos apresenta suas divergéncias
com as filosofias justificacionistas da Matematica. No método de analise e sintese,
Lakatos encontra um antecedente do seu préprio método de provas e refutagdes, que
sera o objeto da terceira parte deste trabalho. O método de provas e refutacdes de
Lakatos € um método de heuristica matematica e, a0 mesmo tempo, um método para
entender a histoéria dessa ciéncia. Discutiremos a aplicagdo do método de provas e
refutacGes através de dois exemplos da histéria da Matematica: uma conjectura de
Euler sobre as relagdes entre as arestas, fases e vértices dos poliedros e uma conjectura
de Cauchy sobre o limite de séries convergentes de fungdes continuas.

1. OLUGAR DE LAKATOS DENTRO DA FILOSOFIA
DA MATEMATICA DO SECULO XX

E comum, entre muitos epistemologos, distinguir entre ciéncias naturais e
ciéncias formais. Essa separagio entre Matematica e ciéncias naturais tem sua origem
na Investigagdo sobre o Entendimento Humano de Hume (1973), que<caracterizam
a Matematica como a ciéncia que estuda relagdes entre conceitos. Na Filosofia dos
empiristas 16gicos, a distingdo tomou a forma seguinte: a Matematica seria uma ciéncia
que conteria somente enunciados analiticos enquanto que as ciéncias naturais conteriam
enunciados sintéticos.

No entanto, o estudo da Histéria da Ciéncia coloca em davida esta dicotomia
entre Matematica e ci€ncias naturais, ao mostrar a estreita ligagdo que ha entre ambas.
Essa ligagdo ja se encontrava até na ciéncia grega. Capitulos completos da Matematica
tém se desenvolvido na tentativa de resolver problemas fisicos. Assim, por exemplo,
muitos dos teoremas de Geometria devidos a Arquimedes tém sua origem na tentativa
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de resolver problemas relativos ao equilibrio de alavancas.’ No século XIX, a teoria
. das séries trigonométricas teve sua origem nas tentativas de Fourier de resolver o
problema da propagac&o do calor. Reciprocamente, a influéncia da Matematica sobre
aciéncia empirica ¢ amplamente conhecida. A Historia da Ciéncia mostra uma interagfo
virtuosa entre a Fisica e a Matematica: problemas fisicos sdo modelados em termos
matematicos, essa modelagem permite formular determinadas questdes matematicas
e, por sua vez, essas questdes dao origem a problemas matematicos que sdo resolvidos
por meios matematicos.

Também dentro do &mbito da Filosofia Analitica, surgiram vozes discordantes
com a caracterizagdo da Matematica pelos empiristas 16gicos como ciéncia que conteria
somente enunciados analiticos. E sobre a distingdo entre enunciados analiticos e
enunciados sintéticos que os empiristas l6gicos apoiavam a demarcagfo entre
Matematica e ciéncia empirica. Mais tarde, Quine negou aquela distin¢do entre
enunciados analiticos e enunciados sintéticos.* Por outro lado, Hintikka considerou a
Matematica como sintética. Na verdade, na opinido de Hintikka, nfo apenas as
proposi¢des da Matemética, mas também as da Logica com quantificadores seriam
sintéticas, do mesmo modo que as proposi¢des da ciéncia empirica.’> O dmbito das
verdades analiticas ficaria assim, na visdo de Hintikka, restrito ao calculo proposicional.

Mas, também o estudo da Epistemologia contemporanea mostra semelhangas
entre a evolugdo da Filosofia da Matematica e a evolugcdo da Filosofia das ciéncias
naturais. Uma aproximacao superficial pareceria mostrar que a Filosofia da Matematica
contemporanea teria se desenvolvido independentemente do problema epistemolégico
dajustificagdo das teorias empiricas. No entanto, uma analise mais aprofundada mostra
que ha analogias entre o desenvolvimento da Filosofia das ciéncias naturais e o da
Filosofia da Matemética. Assim, por exemplo, o programa hilbertiano de fundamentagfo
da Matematica encontra seu paralelo no programa de Carnap de justificagio da ciéncia
natural através da constru¢@o de uma logica indutiva. Nos dois casos, tratava-se de
Justificar a linguagem objeto de estudo — a Matematica no caso de Hilbert, a Ciéncia

*Muitos dos resultados obtidos por Arquimedes sobre areas de segmentos de conicas e de esferas apdiam-
se em consideragdes sobre o equilibrio de alavancas (Boyer 1974). De fato, essas consideragdes mecanicas
tinham um aspecto heuristico, pois elas permitiam saber qual era a proposi¢io que devia ser provada. No
entanto, Arquimedes ndo pensava que aqueles raciocinios baseados no equilibrio de pesos constituissem
uma prova matematicamente rigorosa dos seus resultados, caso contrario ele ndo teria oferecido uma.
Vemos, assim, ja na Matematica grega sua estreita ligagdo com a ciéncia empirica.

“‘Negar a possibilidade de formular aquela distingdo entre enunciados analiticos e sintéticos € o objetivo
principal dos artigos de Quine Zivo Dogmas of Empiricism (1996) e Carnap and logical truth (1983).

>Ver o livro de Hintikka Logic, Language-Games and Information. Segundo Hintikka (1976, cap. VI),
ha vérios sentidos de analiticidade. “Analitico”, segundo Hintikka, pode ser predicado seja de enunciados
ou de argumentos. De fato, o sentido primario € o segundo, ja que um enunciado analitico poderia ser
definido como aquele que € provado por meio de uma prova analitica. Segundo Hintikka, uma prova nio
analitica, isto €, sintética, € aquela na qual sfo introduzidos num passo da prova novos individuos, que
ndo foram considerados nem nas premissas da prova nem nos passos precedentes. O exemplo tipico de
passo “sintético” ¢ aquele oferecidd pela regra de instanciagdo existencial.
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Natural no caso de Carnap —por meio de uma metalinguagem absolutamente configvel.
De fato, Hilbert pensava a Matemética de uma forma semelhante aquela como os
filésofos do Empirismo Légico pensavam a ciéncia natural. Para os empiristas 16gicos
e seus seguidores, devemos distinguir dois tipos de termos no vocabulario da Ciéncia
Natural: os termos observacionais e os termos teéricos. Os termos observacionais
referem-se imediatamente a experiéncia sensivel. Os termos tedricos, pelo contrario,
referem-se a entidades postuladas no intuito de explicar os fendmenos da experiéncia.
Termos tedricos, por exemplo, sdo aqueles que se referem as particulas elementares
da Fisica, como “préton” e “néutron”, mas, também, aqueles de uso comum na
Mecanica, como “for¢a”, “campo gravitacional” e outros. Nés ndo temos uma
experiéncia sensivel direta das particulas elementares da Fisica, mas sim de fendmenos
que supomos ter sua explicagéio na existéncia de tais particulas. Da mesma forma,
para Hilbert, deviamos distinguir, na Matematica, uma parte real e uma parte ideal.¢ A
parte real € aquela formada pela Aritmética e pela Geometria euclidiana. A parte ideal é
aquela que contém enunciados que se referem a entidades imagindrias postuladas no
intuito de provar enunciados pertencentes a parte real. Por exemplo, para provar o
enunciado da parte real que afirma que néio podemos em todos os casos trisectar um
angulo usando régua e compasso, precisamos da Teoria de Galois. Essa teoria algébrica
se refere a entidades ideais como corpos algébricos e extensdes de corpos algébricos.

Os empiristas 16gicos como Carnap (1988a; 1988b) pensavam que os
enunciados observacionais, que se referem diretamente a experiéncia sensivel, nio
precisam de justificagdo. A tarefa da Epistemologia, segundo eles, seria a de justificar
os enunciados que contém termos tedricos. Na Matematica, segundo Hilbert, ocorre
umasituacdo semelhante. O dominio confiavel seria o dominio da aritmética elementar
dos niimeros naturais, ou aquele da geometria euclidiana de trés dimensées. Todavia,
existem e existiram suspeitas razoaveis sobre a seguranga e confiabilidade da parte
ideal da Matematica. Essas suspeitas surgiram quando foram descobertos os paradoxos
da Teoria dos Conjuntos. A Unica forma de justificar as teorias da parte ideal da
Matematica consistiria, segundo Hilbert, em demonstrar a consisténcia dessas teorias,

SVer o artigo Uber das Unendliche, de Hilbert (1983). Na verdade, a disting#io entre uma parte real e uma
parte ideal da Matematica ¢ contextual. Ela depende da evolugdo da matematica. Se nos situarmos
dentro do horizonte da geometria grega poderiamos considerar as razdes incomensuréaveis como “ideais”.
Elas foram aceitas no intuito de se fazer completa toda a geometria e, poder-se, assim, falar, por
exemplo, da razfo entre a circunferéncia e seu didmetro. Sem a aceitacdo das razdes incomensuraveis,
Eudoxo ndo poderia ter formulado sua teoria das proporg¢des. No século XVII, os infinitésimos apareceram
como entidades ideais. Sem a aceitagfio dessas entidades evanescentes, ndo poderia ter sido formulado o
céleulo diferencial e integral. No século XIX, foi o caso dos numeros complexos aparecerem como
entidades ideais. Uma entidade ideal é aquela que ¢ introduzida no intuito de completar uma teoria
matematica, de fazer possivel a prova de enunciados pertencentes a essa teoria. Na ciéncia empirica,
percebemos uma dependéncia analoga dos termos tedricos em relagdo ao estagio de desenvolvimento da
ciéncia. Termos que em uma determinada fase da evolucdo de uma disciplina sdo teéricos podem virar,
em uma fase posterior, termos observacionais, devido ao aperfeicoamento dos meios de observagdo e
das teorias que fazem possivel a constru¢@o dos aparelhos de observacdo.
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isto €, em demonstrar que dentro dessas teorias ndo seria possivel derivar nenhuma
contradicdo. Mas, para ter valor explicativo e fundacional, essa prova deveria ser
feita dentro de uma metalinguagem que conteria métodos de prova muito simples, na
verdade, nada além dos métodos de prova da aritmética elementar. Tais métodos séo
chamados por Hilbert de métodos finitérios.”

Carnap pensava a questdo da justificagéo da ciéncia empirica de um modo
semelhante a como Hilbert concebia a questdo da justificacdo da Matematica: na
ciéncia empirica, sdo os enunciados observacionais que desempenham o papel dos
enunciados da parte real da Matematica. A parte da ciéncia natural que deve ser
Justificada € aquela que contém termos tedricos, isto €, aquela parte que se referiria a
entidades ndo diretamente observaveis. Essa justificagdo deve ser feita na
metalinguagem, numa linguagem sobre a linguagem da ciéncia natural. Essa
metalinguagem ¢ a l6gica indutiva de Carnap.®

Assim como o empirismo 16gico de Carnap encontra o seu paralelo na Filosofia
da Matematica de Hilbert, o falsificacionismo de Popper corresponde, dentro da
Filosofia da Matematica, a Filosofia da Matematica de Lakatos. Segundo Lakatos,
ndo haveria diferencas entre o desenvolvimento das ciéncias naturais e o
desenvolvimento da Matematica. Lakatos tentou aplicar 8 Matematica a metodologia
de conjecturas e refutagdes proposta por Popper para a ciéncia natural. Dessa forma,
Lakatos deu um passo adiante de Popper, que ainda considerava a Mateméatica como
formada por um conjunto de enunciados indubitaveis, verdadeiros de uma vez para
sempre, € ndo sujeitos a refutagdo.® Para Popper, como para os empiristas logicos,

"Prima facie, os métodos finitarios consistiriam nas regras usuais da l6gica com quantificadores e no
principio de indug@o completa ou principio de indugdio matematica.

¥Temos apresentado as semelhangas entre a Epistemologia dos empiristas l6gicos e o formalismo de
Hilbert. No entanto, € preciso fazer a seguinte ressalva. Para os empiristas 16gicos, a Logica é
absolutamente confidvel. Pelo contrario, Hilbert mantém a opinifio de que o raciocinio logico, quando
aplicado a quantidades infinitas, pode nos levar a engano. Na tradugdo inglesa de Uber das Unendliche,
lemos: “Material logic deduction is indispensable. It deceives us only when we form arbitrary abstract
definitions, especially those which involve infinitely many objects. In such cases we have illegitimately
used material deduction; i.e., we have not paid sufficient attention to the preconditions necessary for its
valid use]...]. For logical deduction to be certain, we must be able to see every aspects of these objects,
and their properties, differences, sequences, and contiguities must be given, together with the objects
themselves, as something which cannot be reduced to something else and which requires no reduction ”
(Benacerraf e Putnam,1983, p.191-92).

°De fato, explicitamente, Popper ndo apresentou uma filosofia da Matematica. Em Popper 1982, cap.
IX, e em Popper 1975, cap. IX, encontramos expressos alguns dos pontos de vista de Popper sobre a
Matematica. Na obra de 1982, Popper tentou resolver o problema da aplicagdo dos calculos logicos e
matemadticos a experiéncia, na obra de 1975, Popper se ocupou da teoria da verdade de Tarski.
Implicitamente, Popper compartilha a Filosofia da Matematica do Circulo de Viena, que vé na Matematica
um conjunto de verdades analiticas e, por conseqiiéncia, definitivas. Ele faz a distingdo entre Matematica
pura e Matematica aplicada. Os enunciados da Matematica pura so irrefutaveis e logicamente verdadeiros,
isto &, para Popper, sdo verdades l6gicas. Os enunciados da Matematica aplicada sdo empiricos, isto &,
refutaveis. “Se consideramos uma proposicdo como 2 + 2 = 4, ela podera ser aplicada a magas, por

| Episteme, Porto Alegre, n. 13, p. 129-153, jul./dez.2001. ¢ 133 J




os enunciados matematicos sdo verdades indubitdveis que ndo estdo sujeitos a
refutagdes. No seu livro Provas e refutacées: A légica da descoberta matemdtica,
Lakatos (1978b) apresentou uma concepgéo da Matemética diferente, na sua totalidade,
daquela do empirismo légico. Na visdo de Lakatos, a Matematica nfio aparece como
um reino de verdades eternas. Lakatos mostra como os proprios enunciados e provas
mateméticos estdo sujeitos a critica e revisio.'°

Lakatos estendeu o falsificacionismo popperiano & Matematica. Além da
concepedo falsificacionista, hd uma outra tese popperiana que Lakatos aceitou. Estamos
nos referindo a concepgéo popperiana da existéncia de um terceiro dominio, além do
dominio da matéria e dos estados psiquicos. Popper chamou esse terceiro dominio
de terceiro mundo ou de mente objetiva. Essa concepgdo encontra-se exposta no
livro Conhecimento Objetivo (1975). A esse terceiro mundo pertenceriam as teorias
cientificas. Esse terceiro mundo teria autonomia, no sentido de que sua evolugdo nio
pode ser entendida s6 por apelo as condig®es materiais ou subjetivas que o originaram.
Ele tem uma l6gica interna que regula sua evolugfo. A Histéria da Ciéncia, segundo
Lakatos, descreve a evolugdo desse terceiro mundo. Nessa historia, podemos distinguir
entre uma histéria externa e uma historia interna. A histéria externa estudaria as
condi¢des materiais, sociais e subjetivas que enquadram o surgimento das teorias
cientificas. A histéria interna deveria mostrar uma ligag#o entre as idéias presentes
nas diferentes teorias cientificas — mostraria como uma teoria surge a partir dos
problemas colocados por outra. Essa historia interna pertenceria ao terceiro reino
popperiano." A esse terceiro dominio, pertencem no sé as teorias cientificas,

exemplo, em diferentes sentidos, dos quais s6 dois examinaremos aqui. No primeiro desses sentidos, a
proposicdo ‘2 magds + 2 magds = 4 magds’ é considerada irrefutavel e logicamente verdadeira, mas ndo
descreve nenhum fato relacionado com as magis [...]. E apenas um truismo logico; [...] se baseia em
certas definigdes dos sinais 2, 4, + ¢ = [...]. Podemos dizer, neste caso, [...] que nfio estamos descrevendo
a realidade [...]” (Popper 1982, p.237).

'Ja na Antigtiidade classica, temos exemplos de “critica matematica”. Assim, por exemplo, Apoldnio
criticou as provas de Euclides referentes as conicas no preficio geral ao seu tratado As cénicas. Ele
escreveu: “O terceiro livro contém muitos teoremas notaveis, tteis para a sintese de lugares sélidos e
determinagdo de limites; a maior parte ¢ os mais bonitos desses teoremas sdo novos e, quando os
descobri, observei que Euclides nfo tinha efetuado a sintese do lugar com relagio a trés ou quatro retas,
mas s6 uma parte casual dela e ndo bem sucedida: pois a sintese nfo poderia ser completada sem minhas
descobertas adicionais” (Boyer 1974, p. 110). Em geral, os gregos s6 aceitavam aquelas provas que
envolvessem construgdes com régua e compasso. Esta limitagdo dos meios de prova pode nos parecer
surpreendente. No entanto, no século XX, temos que as escolas construtivistas da Matematica também
limitam 0s nossos meios de prova. Nos aceitamos, de bom grado, a existéncia de uma critica literaria,
mas relutamos em admitir a existéncia de uma “critica matemética”. No entanto, ela existe, pelo menos
desde o tempo dos gregos. E claro que essa critica nfo esta baseada, como a critica literéria, em questdes
de gosto, mas sim em razdes filosoficas. Os problemas de aceitar ou ndo aceitar provas que envolvam
outros instrumentos além da régua e compasso, de aceitar ou néio provas nio construtivas, de considerar
ou ndo considerar a regra de prova conhecida como indugfio até ¢, como uma regra finitaria, nfo sdo
problemas matematicos, mas conceituais, sdo problemas filoséficos.

A histéria interna conteria, segundo Lakatos, o relato da evolugio dos diferentes programas de
pesquisa. Para a concepgdo de Lakatos sobre a historia da ciéncia, ver Lakatos 1978a, cap. 2.
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mas também outros produtos culturais do ser humano como a linguagem e a arte.
Esse terceiro dominio & objetivo. As entidades que o formam s&o objetivas, publicas.
Uma teoria cientifica nZo € algo subjetivo ou privado, mas & uma entidade objetiva
que pode ser apreendida por qualquer sujeito. No entanto, as entidades que formam
este terceiro dominio nfo s&o pedagos de matéria, mas produtos culturais. Esta
concepgdo de um terceiro dominio se parece muito a concepgdo hegeliana de um
espirito objetivo (cf. Hegel, 1988).

Uma outra fonte de inspiragéo de Lakatos est4 nos trabalhos de George Polya
sobre heuristica matemética. Pélya procurava determinar regras segundo as quais
pudessem ser identificados os problemas matematicos e as conjecturas (hipoteses)
que tentam resolver esses problemas (Pélya, 1957; 1962). Na visdo de Polya, a
Matemética ndo pode ser identificada com um sistema formal, em que, a partir de
axiomas e regras, vamos derivando enunciados. Na verdade, a Matematica é formada
por um conjunto de problemas e hipéteses e visa a resolucdo desses problemas.!?
Polya foi o precursor daquilo que hoje & chamado de “teoria de problemas”. A tentativa
de Pélya estava muito préxima da idéia, propria de muitos filosofos da Idade Moderna,
de construir uma I6gica da descoberta cientifica, uma ars inveniendi, diferente da ars
demonstrandi da Légica de primeira ordem.

A Filosofia da Matematica de Lakatos situa-se num momento de transi¢do na
evolugdo dessa disciplina filos6fica, em que novos problemas comegam a surgir,
enquanto outros deixam o primeiro plano. Pelo fato de vir a existir antes e depois de
dois conjuntos de problemas bem definidos, o pensamento de Lakatos se apresenta a
nos como um pensamento divergente das principais correntes e escolas da Filosofia
da Matemética.

O termo lakatosiano “programas de pesquisa” fez fortuna na Epistemologia
das ciéncias naturais e consolidou-se como um termo imprescindivel dentro da
Epistemologia contemporénea. No entanto, Lakatos, dentro da Filosofia da Matemética,
ndo parece ter dado origem a uma escola significativa. Antologias contemporineas da
Filosofia da Matematica, como as de Benacerraf e Putnam (1983), e a de Hart (1996),
ndo contém trabalhos de Lakatos nem trabalhos que compartilhem suas concepgdes.
Esse fato deve-se ao préprio pensamento de Lakatos. Estendendo o falsificacionismo
popperiano, ele considerou a Matematica como uma ciéncia quase-empirica, apagando
assim as fronteiras entre Matemética e Ciéncia Natural. No final, para Lakatos, nfo
pode existir uma epistemologia prépria da Matematica, fora da epistemologia geral
das ciéncias empiricas.”?

"?A prépria Historia da Matematica corrobora esta visio de Polya. A Matematica grega tem sua origem
na tentativa de resolver um conjunto de problemas, como por exemplo, calculo de areas e de
comprimentos, construgfo de figuras, divisio de figuras. A apresentacdo da Matemdtica por meio de um
conjunto de axiomas e postulados, como o fez Euclides, € um passo posterior (Boyer 1974, cap.7 e Eves
1997, cap.4 e cap.5).

BVer o artigo 4 renaifkance of empiricism in the recent Pphilosophy of mathematics? (Lakatos 1980b).
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No momento da publicagéo do ensaio principal de Lakatos sobre a Filosofia da
Matematica, Provas e refutagdes.: a logica da descoberta matemdtica (1978b), ja era
evidente que nenhum dos programas de fundamentagio da Matematica que surgiram
no inicio do século XX tinha conseguido seus objetivos. A redugdo da Matematica a
Logica, desejada pelo logicismo, era possivel, mas néo nos termos de Frege (1959).
Para obter esse resultado, era necessario ou fazer uso de toda a complexidade da
teoria dos tipos 16gicos, ou considerar a Teoria dos Conjuntos como parte da Logica,
ou aceitar l6gicas de ordem superior ao primeiro. Em todos os casos, o objetivo de
uma reduciio da Matemética a algo mais simples e evidente perdia-se. Assim, por
exemplo, a Logica dotada da teoria dos tipos resulta ser uma teoria tio ou mais
complexa que as teorias mateméticas que se tentava derivar a partir dela. Por outro
lado, os dois teoremas de Godel (2000), o teorema de incompletude da aritmética
formal e aquele que afirma a impossibilidade de provar a consisténcia da aritmética
formal por métodos expressaveis dentro desse mesmo sistema formal, colocaram
um limite aparentemente infranquedvel as aspiragdes do formalismo. Gentzen (1969a,
1969b) apresentou uma demonstragfo da consisténcia da aritmética formal, mas sua
prova faz uso de métodos que parecem ir além dos métodos finitarios recomendados
por Hilbert (1983). Por tltimo, o intuicionismo matematico parecia conduzir a uma
mutilagdo do contetido da Matematica.

Nesse contexto, ndo ¢ surpreendente que os filésofos interessados na
Matematica comecassem a se interessar, ja na década de 60, por outras questoes
diferentes da tarefa de justificar o conhecimento matemético." Essas novas questdes
tém a ver com as nog¢des de verdade matemética e de conhecimento matematico.
Essas questdes s6 puderam ser colocadas apds a formulac@o da nogdo de verdade
para sistemas formais, feita por Tarski (1956a, 1956b), e apds o desenvolvimento da
Teoria da prova, alcangado por Gentzen. O artigo Mathematical Truth, de Paul
Benacerraf (1983), abriu um novo a&mbito de problemas, ao apresentar o dilema que
surge a partir dos conceitos de “verdade matematica” e de “conhecimento matematico”.
A caracterizagio tarskiana de verdade matematica em termos de referéncia traria,
como conseqiiéncia, a necessidade de admitir entidades abstratas como objeto da
referéncia. Por outro lado, sé6 conhecemos as verdades da Matemética por meio de
provas. As exigéncias epistemolégicas da Matematica nos levariam, assim, a uma
espécie de verificacionismo. Como conciliar as duas exigéncias, aquela derivada da

14Benacerraf e Putnam distinguem duas atitudes filoséficas frente ao conhecimento matemético: a
primeira atitude seria aquela dos chamados “epistemologos matematicos”. Eles teriam uma atitude
normativa e critica frente ao conhecimento matemético. Segundo eles, aquelas partes do conhecimento
matematico que nfio se sujeitam a esses cAnones normativos, ndo deveriam ser aceitas. Os intuicionistas
seriam o exemplo puro dessa atitude, que também é compartilhada em grau menor pelos logicistas e
formalistas. A segunda atitude seria a daqueles que assumem o conhecimento matematico como um
factum, tal qual ele é, e tentam fornecer uma explicagdo filosoficamente convincente da realidade desse
conhecimento. Claramente Lakatos situa-se nesse segundo grupo. (Ver Benacerraf e Putnam 1983,
Introdugéo). g
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concepedo semantica da verdade e aquela derivada da epistemologia da Matematica,
converteu-se em um dos principais problemas da Filosofia da Matemética de hoje. E
esse dilema que Benacerraf (1983) apresenta em seu artigo Mathematical Truth.

Dentro do mesmo circulo de questdes levantadas por Benacerraf (1983)
encontra-se o artigo de Michael Dummett (1996) The Philosophical Basis of
Intuitionistic Logic. Nesse artigo, Dummett argumentou em favor de uma concepgéio
verificacionista dos enunciados matematicos. Segundo Dummett, o significado dos
enunciados mateméticos deve ser dado em termos de condigdes de asseveragio, ¢ as
condigdes de asseveragdo de um enunciado matematico sio as provas matematicas.
O conhecimento matematico, ainda segundo Dummett, sé pode ser caracterizado em
termos de prova. Também o artigo de Putnam (1983) do ano 1967, Mathematics
without foundations, contribuiu para a mudanga de problemas dentro do dmbito da
Filosofia da Matematica. Segundo expresso por Putnam nesse artigo, nio ha uma
questdo dos fundamentos da Matematica, porque a Matemética néio precisa de uma
Justificagdo externa. Nenhuma das razdes para se acreditar que ha uma crise dos
fundamentos da Matematica (surgimento das geometrias nfo-euclidianas, falta de
uma prova de consisténcia das teorias matematicas, falta de uma solugfo universalmente
aceita das antinomias da teoria dos conjuntos) sdo concludentes.

A posigéo de Lakatos dentro da Filosofia da Matematica € singular. Lakatos
ndo estava interessado em fundamentar a Matematica no sentido de dar uma justificagéo
do conhecimento matematico. Ao estender o falsificacionismo popperiano, Lakatos
afirmava que as teorias cientificas nio podem ser justificadas, s6 podem ser falsificadas.
Mas, enquanto Popper considerava as refutagdes das teorias empiricas como definitivas,
Lakatos afirmava a possibilidade de defender sempre uma teoria matematica contra
uma possivel refutagdo."” Lakatos também afastou-se de Popper ao considerar que
as unidades da andlise epistemoldgica ndo sdo teorias isoladas, mas conjuntos de
teorias ligadas, conjuntos que posteriormente Lakatos chamou de “programas de
pesquisa cientifica”.'® Assim, Lakatos situou-se em oposi¢do as trés escolas classicas
de fundamentagao da Matematica — logicismo, formalismo e intuicionismo — as quais
foram classificadas por ele sob 0 nome genérico de “justificacionismo”. Na visdo de
Lakatos, o justificacionismo na Matemética caracteriza-se pela tentativa de restaurar
o ideal euclidiano de teoria dedutiva. Na visdo euclidiana, a Matemética consistiria
dum corpo monolitico de verdades indubitaveis no qual, com base num conjunto de

“Esta estratégia estd claramente ilustrada em Provas e refutagdes (1978b). Ao ser apresentado um
poliedro que falsificaria a relagdo estabelecida pela conjectura de Euler, podemos afirmar que o sélido em
questdo ndo € um poliedro, ou podemos também restringir o ambito de aplicagdo da conjectura originaria,
no caso, a poliedros convexos. Mas também podemos fazer algo mais criativo. Podemos analisar a
prova oferecida para a conjectura de Euler e identificar qual é o lema que ¢ falsificado. Sobre isto
voltaremos na parte 3 de nosso artigo.

'*Provas e refutagdes de Lakatos (1978b) contém um esbogo da metodologia para a ciéncia empirica que
mais tarde Lakatos iria desenvolver (ver Lakatos, 1978a, cap.1).
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verdades evidentes (os axiomas), sdo deduzidas as restantes verdades. Na Filosofia
da Matematica contemporanea, os representantes da tradi¢@o euclidiana sdo, segundo
Lakatos, as escolas logicista e formalista.

Em Provas e refutagdes (1978b), Lakatos argumenta contra a opinido de que
uma prova que ndo prova o que tem que provar carece de valor. Segundo Lakatos,
essa opinido tem sua origem, por um lado, na viso euclidiana da Matematica e, por
outro, na identificacéo das provas da Matematica usual com as derivagdes nos sistemas
formalizados ou provas formalizadas. A concepgdo euclidiana da Matemética é
submetida a critica no artigo de Lakatos Infinite regress andfoundations of mathematics
(1980c). Nesse artigo, Lakatos afirma que o logicismo de Frege e Russell, o
intuicionismo de Brouwer e o formalismo de Hilbert compartilham igualmente essa
concepedo euclidiana. Eles diferem na identificagdo da base evidente de onde podem
ser deduzidos os demais enunciados verdadeiros da Matemética. Para os logicistas,
essa base consistiria das verdades l6gicas. No entanto, essa base légica revelou-se
insuficiente. Russell (1908) admitiu ao lado dos axiomas 16gicos, dois axiomas néo
l6gicos: o axioma do infinito e o axioma de redutibilidade.'” Esses axiomas nfo s&o
evidentes. No entanto, Russell acabou declarando que aceitamos os axiomas de
infinitude e de redutibilidade pelo fato de que as suas conseqiiéncias sio dbvias. Para
Lakatos, o fato de Russell ter admitido dois axiomas néo evidentes mostraria que o
programa logicista de fundamentagfo da Matematica ficaria aquém da realizagZo do
ideal euclidiano.’®

Na interpretagéo de Lakatos, o formalismo caracterizar-se-ia por situar o plano
das verdades evidentes ndo dentro ou detras da Matematica, na Légica, mas no nivel
da metalinguagem. De fato, no caso do formalismo, mais do que de um conjunto de
verdades evidentes, poderiamos falar de um conjunto de modos de inferéncia evidentes
(0os modos finitarios). Lakatos fez uma avaliagdo do formalismo em dois artigos,
Infinite regress and foundations of mathematics (1980c) e A renaissance of empiricism
in the recent philosophy of mathematics? (1980b). Na avaliacdo de Lakatos, os dois

"0 mesmo Russell era ciente de que esses dois axiomas, o de infinitude e o de redutibilidade, ndo sdo
l6gicos. Em sua obra Introdugdo a Filosofia da Matemdtica, Russell (1963) afirmou que o axioma de
infinitude néo € um axioma que pertenga a Logica, pelo fato que, na Légica, nio podem ser feitas
afirmagdes de existéncia, ao passo que, o0 que o axioma de infinitude faz, € asseverar a existéncia de um
conjunto infinito. O axioma de redutibilidade é um dispositivo ad hoc colocado por Russell para resolver
as dificuldades originadas da teoria ramificada dos tipos 16gicos.

'*No entanto, Russell era ciente de que o ideal euclidiano nfo podia ser realizado de uma vez para sempre.
Na sua opinido, esse ideal ¢ uma idéia regulativa no sentido kantiano, um desideratum, ao qual devem
tender nossos esforgos. Assim, ele afirma: “Since all terms that are defined are defined by means of other
terms, it is clear that human knowledge must always be content to accept some terms as intelligible
without definition, in order to have a starting point for its definitions. It is not clear that there must be
terms which are incapable of definition: it is possible that, however far back we go in defining, we
always might go further still” (Russell, Introduction to Mathematical Philosophy, apud: Benacerraf, P;
Putnam, H., 1983 p. 162).
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teoremas de Godel colocam uma barreira infranquedvel as tentativas de atingir os
objetivos do programa de Hilbert. O segundo teorema de Godel mostraria que os
métodos necessarios para obter as provas de consisténcia das teorias matematicas
estfio longe da seguranga dada pela evidéncia. Ainda se fosse aceita, dentro dos métodos
finitarios, como uma extens&o do ponto de vista finitista, aquela indugdo até €, usada
por Gentzen na prova de consisténcia da aritmética elementar, ela careceria da certeza
que, segundo Hilbert, devia ser atribuida aos modos finitarios de raciocinio. Ou, em
outras palavras, a metamatematica hilbertiana ndo parece ser mais evidente que aquelas
teorias matematicas cuja consisténcia devia ser provada por meio da metamatematica.

A caracterizagdo do intuicionismo matematico feita nos artigos de Lakatos
citados acima é um pouco confusa. No intuito de situar o intuicionismo no quadro
conceitual da tradi¢#o euclidiana de redugfo da Matematica a um conjunto de verdades
evidentes, Lakatos ndo percebeu que aqui, no intuicionismo, nos defrontamos com
uma nova caracterizacdo da Matematica, com uma nova elaboracfo do contetido
dessa ciéncia, mais do que com um programa de redugio ou fundamentago.”

Uma outra causa, apontada por Lakatos como tendo levado a uma errbnea
compreensdo da natureza das provas matematicas, € a da identificacdo das provas da
matematica ordinaria com as derivacdes dos sistemas formalizados. Em termos
histéricos, a apari¢do e uso de sistemas formais (calculos ou formalismos) €
relativamente nova. A sua origem esta no programa de Hilbert de fundamentagéo da
Matemética. Segundo Lakatos, o desenvolvimento da Matematica s6 pode ser entendido
se distinguirmos entre a construgfo mental, que ¢ propriamente a prova matematica,
e a expressdo lingtifstica da prova.*® Eventualmente, € esta ultima a que pode ser
considerada como fazendo parte de um sistema formalizado. Em certo sentido, Lakatos
compartilha a opinido dos intuicionistas de que a imensa riqueza e variedade dos
argumentos da Matematica ordinaria ndo pode ser satisfatoriamente espelhada pelos
sistemas formais. Confundir a prova com sua expressdo lingiiistica pode nos levat,
parece dizer Lakatos, a superestimar o papel da Logica dentro da Matematica. Afinal,
Loégica € um assunto relacionado com a linguagem. No entanto, a analise da expressdo
lingiiistica das provas matematicas é um momento muito importante no
desenvolvimento da Matematica. A andlise da prova faz possivel a critica da prova e
o melhoramento das conjecturas ingénuas.

A Epistemologia da Matematica apresentada em Provas e refutacoes (1978b)
nao pode ser concebida a parte da Historia da Matematica. Lakatos apresenta suas
concepgdes epistemoldgicas como sendo uma reconstrugdo racional da Histéria da
Matematica. O cerne dessa Epistemologia esta no método de provas e refutacoes, um

YEm Infinite regress and foundations of mathematics, Lakatos caracteriza o intuicionismo como uma
forma de ceticismo (1980¢, p.19); em A renaissance of empiricism in the recent philosophy of
mathematics?, ele afirma que “ it (intuitionism) never aimed at a reorganization but at a truncation of
classical mathematics” (Lakatos, 1980b, p.30, nota 2)

2Ver Provas e refutagdes (1978b), parte I, p.73-81.
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método de heuristica matematica. Antes de entrar no detalhe desse método, convém
tecer uma série de consideracdes gerais sobre a Epistemologia da Matematica de
Lakatos. J4 vimos que, segundo Lakatos, a Matemética € uma ciéncia quase empirica.
Para fazer jus i caracterizagéio da Matemética como uma ciéncia quase empirica, é
preciso identificar quais sdo os falseadores das teorias matematicas. No artigo de
Lakatos 4 renaissance of empiricism in the recent philosophy of mathematics?, além
de argumentar contra a concepgdo euclidiana da Matematica, ele analisa a questio
dos falseadores das teorias matematicas. Na verdade, ele s6 apresenta alguns exemplos.
O exemplo tipico € aquele no qual h4 um sistema formal cuja interpretagdo padréo €
falsificada por um enunciado verdadeiro pertencente a uma teoria matematica bem
estabelecida. Por exemplo, consideremos como sistema formal a aritmética formalizada
de Peano, acrescentada da negagio da férmula que expressa a sentenca de Godel. A
sentenga de Gddel seria um falseador desse novo sistema formal. Na verdade, Lakatos
identifica falseadores potenciais s6 para sistemas formais. A idéia de Lakatos ¢ a de
que um falseador deve ser ou um enunciado da aritmética elementar ou um enunciado
da teoria ingénua dos conjuntos. Além desses, existem os falseadores 16gicos:
enunciados do tipo p A —p. Mas estamos interessados nos falseadores de teorias
consistentes. Um outro exemplo, apresentado por Lakatos, € o seguinte: consideremos
NF o sistema formal da teoria dos conjuntos desenvolvido por Quine. Como, em
nenhum modelo de NF, nem os ordinais infinitos nem os cardinais finitos estdo bem
ordenados por <, podemos dizer que a teoria ingénua dos conjuntos contém falseadores
de NF. Agora, o que seria um falseador para uma teoria da matematica intuitiva € uma
questfio que Lakatos ndo resolve. Lakatos, no seu artigo A Renaissance of the
Empiricism in the recent Philosophy of Mathematics?, parece sugerir que os falseadores
potenciais de teorias matematicas ndo formalizadas deveriam ser encontrados na
ciéncia empirica. O texto de Lakatos diz assim:

What is the nature of informal theories, that is, what is the nature of the potential
falsifiers of informal theories? Are we going to arrive, [... Jthrough informal
mathematical theories to empirical theories, so that mathematics will turn out in the
end to be indirectly empirical, thus justifying Weyl’s, von Neumann’s and — ina
certain sense — Mostowski’s and Kalmar’s positions? !

Lakatos promoveu uma mutagéo global dos programas da Epistemologia da
Matemética. O reconhecimento do valor de seu trabalho nesse ambito ainda esta por
vir. Para Lakatos, a Epistemologia da Matematica ndo pode ser considerada

2Qual é a natureza das teorias informais, isto é, qual é a natureza dos falseadores potenciais das
teorias informais? Deveremos chegar, [...] através das teorias matemdticas informais, até teorias
empiricas, de maneira tal que, no final, resulte que a matemdtica é indiretamente empirica, justificando
assim a posicdo de Weyl, Von Neumann e — em certo modo — a de Mostowski e Kalmdr? Lakatos
(1980b, p.40). (Tradugdo do autor.)
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independentemente da Histéria da Matematica. Nao hé lugar, em Lakatos, para uma
Epistemologia a priori da Matematica, para uma Epistemologia expressada em normas
racionais que deveriam reger a pratica dos matematicos.

2. LAKATOS E O METODO DE ANALISE E SINTESE

A interpretagio de Lakatos do método de andlise e sintese, usado na Geometria
e na ciéncia moderna, elucida bem sua concepgdo da Matematica. Uma comparagéo
dela com outras interpretagdes da natureza desse método ajuda a esclarecer o
pensamento de Lakatos sobre a Matematica. H4 diversas interpretagdes do método de
anélise e sintese. A descri¢do desse método nos tem chegado através de um texto de
Pappus. O texto de Pappus diz:

A andlise, entio, toma aquilo que € procurado como se fosse admitido e disso,
através de sucessivas conseqiiéncias, passa para algo que ¢ admitido como
resultado da sintese; pois, na analise, assumimos aquilo que se procura como se
(ja) tivesse sido feito; e investigamos de que isto resulta e, novamente, qual ¢ a
causa antecedente deste ultimo, e assim por diante, até que, seguindo nossos
passos na ordem inversa, alcancemos algo ja conhecido ou pertencente & classe
dos primeiros principios; e tal método chamamos de andlise, como solugdo de tras
para diante.

Mas, na sintese, revertendo o processo, tomamos como ja feito o que se alcangou
por 1ltimo na andlise, e colocando na sua ordem natural de conseqiiéncias o que
eram antecedentes e conectando-os sucessivamente uns aos outros, chegamos,
finalmente, & construgéo do que era procurado; € a isto chamamos de sintese.

A anlise é de dois tipos: o primeiro, dirigido para a descoberta da verdade, €
chamado teérico, o segundo, dirigido para a descoberta do que nos € dito encontrar,
é chamado problemético. (1) Na analise tedrica, assumimos o que se procura como
se fosse existente e verdadeiro e depois, passamos através de suas sucessivas
conseqiiéncias, como se elas fossem também verdadeiras e estabelecidas em virtude
de nossa hipétese, para algo admitido: (a) se o que ¢ admitido € verdadeiro, entéo
o que ¢ procurado também é verdadeiro, e a demonstragao correspondera ao caminho
reverso da analise; mas, (b) se o que ¢ alcangado ¢ algo que se admita como falso,
o que se procura € igualmente falso. (2) Na analise problematica, assumimos o que
& proposto como se fosse conhecido e, depois, passamos através de suas
consegiiéncias, tomando-as como verdadeiras, até chegarmos a algo admitido: (a)
se o que é admitido & possivel e obtenivel, isto &, se se trata do que os matematicos
chamam de dado, ent3o, o que era originariamente proposto sera também possivel
¢ a demonstragiio correspondera, novamente, & ordem inversa da andlise; mas (b)
se chegarmos a algo que se admite como impossivel, o problema sera também
impossivel (Pappus apud Heath, 1956, p. 138).
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Este texto tem sido interpretado de maneiras diversas. H4 nele uma certa
ambigiiidade sobre a natureza da andlise que deu origem as diversas leituras do texto.
Segundo Hintikka (1983), o método de analise pode ser identificado com os métodos
de dedugéo natural, tais como o método dos zableaux semanticos de Beth e o calculo
seqtiencial de Gentzen. Essa opinifio aparece no artigo de Hintikka e Remes (1983)4
Andlise Geométrica Antiga e a Légica Moderna. “A tese aqui proposta € a de que o
método de anlise e sintese ¢ quase um caso especial desses métodos de dedugdo
natural”, afirmam Hintikka e Remes (1983). O método de andlise consistiria, segundo
essa interpretagdo, em uma tentativa de estabelecer conexdes dedutivas entre um
enunciado A e um conjunto de enunciados T'. Se conseguimos estabelecer essas
conexdes, afirmamos que A se deduz de I'. Nos fableaux de Beth, colocamos na
coluna esquerda os enunciados que pertencem a I e na coluna direita colocamos A.
Usando as regras do célculo de tableaux, obtemos férmulas na coluna esquerda e na
coluna direita. Se uma e mesma formula aparece na coluna esquerda e na direita, a
conexdo dedutiva desejada tem sido estabelecida. No seu livro Logic, Languages
Games and Information, caps. V1, VII, VIII e IX, Hintikka (1976) nos apresenta uma
visdo um pouco diferente do método de anélise e sintese. Hintikka chama de sintéticas
aquelas inferéncias dedutivas nas quais, no percurso do processo inferencial, sdo
infroduzidos novos individuos; caso contréario, um processo dedutivo é chamado por
Hintikka de analitico. Na verdade, segundo Hintikka (1976), a sintese consiste na
aplicacdo da regra de instanciagfio existencial. Agora, surge a questdo: porque a
analise dos gedmetras gregos € analitica no sentido de Hintikka? Segundo Hintikka e
Remes (1983), na andlise dos gedmetras gregos ndo sdo introduzidos novos individuos;
0 passo das construgdes auxiliares, onde novas figuras sdo introduzidas no raciocinio,
viria antes do processo analitico propriamente dito. A ambigiiidade do texto de Pappus
se deveria, segundo Hintikka e Remes (1983), ao fato dos gedmetras gregos no
conhecerem a possibilidade de permutar as diferentes aplicagdes das regras em um
argumento logico, tornando assim, possivel que as instanciagdes (construcdes) possam
ser reunidas de maneira a preceder a demonstragio propriamente dita. No resumo,
Hintikka e Remes (1983) interpretam o antigo método de anlise e sintese dos gedmetras
gregos a partir da Légica de primeira ordem.

Para Lakatos, o método de anélise e sintese nfo ¢ um método de Jjustificagéo
de proposigdes geométricas, mas um método para a descoberta de novas verdades.
Lakatos salienta esse aspecto de procura dos possiveis antecedentes de uma
conseqiiéncia dada. As vezes, ele parece também interpretar o método da anélise e
sintese a partir do falsificacionismo de Popper, ndio como um método de justificagfo
de proposi¢des geométricas, mas como um método de refutagio. Se do enunciado
suposto (o que se procura) se deduz uma conseqiiéncia falsa, entio o enunciado
suposto ¢ falso. Isso € claro. Mas, igualmente, o texto de Pappus afirma que, se do
enunciado suposto se deduz uma conseqiiéncia verdadeira, entéio o enunciado suposto
sera também verdadeiro. Que justifica essa afirmagfo, levando em conta que de
premissas falsas podem ser deduzidas conclusdes verdadeiras? A reposta que o texto
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de Pappus parece sugerir ¢ a de que, ao chegar-se a uma conclusdo verdadeira, nés
podemos percorrer, por meio da sintese, o caminho dedutivo na sua ordem invertida,
“colocando na sua ordem natural de conseqiiéncias os que eram antecedentes e
conectando-os sucessivamente uns aos outros™ até chegar a deduzir o que na analise
era suposto como verdadeiro. Essa é a explicagio que Robinson (1983) oferece no
seu artigo 4 andlise na geometria grega. No entanto, do ponto de vista 16gico, esta
explicagéio ndo ¢ satisfatéria. Podemos ter uma cadeia assim: S — E —s F - G-
-.—C. De nosso suposto S, deduzimos, por anlise, a conseqiiéncia verdadeira C.
Num dos passos da cadeia, por exemplo, no transito de £ a F, deduzimos F a partir
de E e de alguma outra hipétese auxiliar H ;- O que nos garante que, ao fazer a sintese
de Fe de H,, possamos deduzir £?

Lakatos resolve a dificuldade apresentada acima da forma seguinte: n3o
devemos pensar o método de analise e sintese a partir da Légica. Ele ndo &, em
primeiro lugar, um método de dedugfio, mas um método de heuristica matematica. O
primeiro paragrafo do texto de Pappus citado acima parece apoiar a Lakatos:

[...] pois, na anélise, assumimos aquilo que se procura como se tivesse sido (ja)
feito, e investigamos de que & que isto resulta, e novamente qual ¢ a causa
antecedente deste 1iltimo, e assim por diante até que seguindo nossos passos na
ordem inversa, alcangamos algo j& conhecido ou pertencente a classe dos primeiros
principios [...].

Assim, parece que 0 método de anlise consiste num método de procura das
possiveis premissas de uma conclusio. Também esta é a interpretagdo avangada por
Cornford (1932) no seu artigo sobre matemdtica e dialética na Republica VI-VIIL

O capitulo 5 do volume 2 dos Philosophical Papers de Lakatos (1980a) também
versa sobre 0 método de anélise e sintese. Na primeira parte desse capitulo, Lakatos
refuta a opinido de Hintikka de que o método de andlise e sintese pode ser pensado a
partir dos modernos métodos de dedugio natural. Para fundamentar sua concepgio
sobre 0 método de analise e sintese, Lakatos se apoia no uso que os filésofos e
cientistas da Idade Moderna, como Descartes (cf. 1973, p. 78) e Newton (1974),
fizeram desse método. Isto € coerente com a concepgdo de Lakatos que rejeita a
separagéo entre Matemética e ciéncias empiricas. Para Lakatos, a Matemética é como
a Fisica teérica: uma ciéncia quase empirica. No nos deveria surpreender, entdo, que
cientistas da Natureza, como Newton, usaram o mesmo método que os gedmetras
gregos. Segundo Lakatos, 0 método de analise & um método de heuristica, que serve
para descoberta de novas verdades, que foi usado tanto na geometria grega como na
Fisica da Idade Moderna. Zjelko Lopéric (1 997) também coincide com Lakatos, ao
considerar que na ciéncia cartesiana encontramos uma aplica¢do do método de andlise
e sintese. Na sua obra Descartes heuristico, Lopéric (1997) argumenta contra a
interpretagdo de Gueroult (1968) da filosofia e ciéncia cartesiana. Na visdo de Loparic,
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encontramos também em Descartes uma oposi¢Zo ao ideal euclidiano de reduzir a
ciéncia a um conjunto de verdades evidentes.

Na segunda parte do capitulo 5 do volume 2 dos Philosophical Papers de
Lakatos (1980a), sdo apresentadas duas aplicacdes do método de andlise e sintese.
Uma € a prova de Cauchy da conjectura de Euler sobre os poliedros, a outra € a
dedugéo das leis de Kepler por Newton. O primeiro exemplo mostra que Lakatos
considera o método de andlise e sintese o antecessor imediato do seu método de
provas e refutacdes. O segundo mostra uma aplicacio desse método & ciéncia empirica.

Segundo Norman Gulley (1983), no artigo A Andlise Geométrica Grega, o
texto de Pappus apresenta dois métodos distintos. Um método de heuristica matematica,
que consiste em buscar as possiveis hipoteses de onde uma concluséo dada € deduzida,
e um método de demonstragéo, que consistiria em buscar conexdes dedutivas entre
uma proposi¢cdo e um conjunto de hipoteses. Se as coisas fossem assim, as duas
interpretacoes opostas, a de Hintikka e a de Lakatos, estariam certas. O texto apresentaria
dois métodos e cada um dos oponentes sé teria reconhecido um deles.

3.0 METODO DE PROVAS E REFUTACOES

No seu livro Provas e refutagdes: a logica da descoberta matemdtica, Lakatos
(1978Db) apresentou o seu método de provas e refutacdes que, na sua opinido, daria a
chave para a correta interpretagdo da historia da matematica. Lakatos ilustra seu
meétodo por meio da interpretacio da historia da conjectura de Euler, a qual afirma
que, para todo poliedro, vale arelagdo V- A4 + F = 2, onde V'€ o nimero de vértices,
A € o niimero de arestas e /' € o ntimero de faces do poliedro. O método de provas e
refutagdes consta, segundo Lakatos, dos seguintes estagios:

(1)  Conjectura primitiva. No caso analisado, a conjectura afirma que, para

todo poliedro, vale arelagdo V-4 + F = 2.

(2)  Prova(um argumento mental ou argumento aproximado que decompde
uma conjectura primitiva em subconjecturas ou lemas).

(3)  Surgem contra-exemplos globais, isto é, contra-exemplos a conjectura

e primitiva.

(4) A prova € reexaminada: € identificado um lema que é refutado pelo
contra-exemplo global. Pode acontecer ou que este lema culpével tenha
permanecido “oculto” anteriormente ou que ele ndo tenha sido
corretamente identificado. Ele é explicitado e é incorporado como
condi¢@o as hipdteses da conjectura primitiva. Desta forma, a conjectura
primitiva ¢ melhorada. Os conceitos que ocorrem na conjectura primitiva
ficam enriquecidos.

(5)  Sdo examinadas provas de outros teoremas no intuito de determinar se
o lema descoberto aparece neles ou se o conceito gerado pela prova
aparece neles.
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(6)  Sdo comprovadas as conseqiiéncias da conjectura melhorada.

Assim expressas, estas regras podem parecer vazias. No entanto, ao estudar
a prova de Cauchy da conjectura de Euler e as criticas a essa prova, vemos uma
aplicag8o concreta dessas regras. A prova de Cauchy é muito simples. Trata-se de
provar que, para todo poliedro, vale a relagdo V- 4 + F = 2. Na época de Cauchy,
ndo existia entre os matematicos muita clareza sobre o conceito de poliedro. Na sua
maioria, os matematicos entendiam por poliedro um sélido limitado por faces poligonais.
Mas outros matematicos do século XIX chegaram a considerar sob o conceito de
poliedro qualquer superficie constituida de um sistema de poligonos.”? Consideremos
um par de cubos tal que o primeiro esteja contido dentro do segundo (Figura 1).

Podemos pensar esse par de cubos como determinando um sélido oco. Para
cada um dos cubos, temos que '~ 4 + F = 2 —logo, para o s6lido oco, teriamos que
V—A4 + F = 4. Se nés aceitamos que esse sélido oco é um poliedro, terfamos
refutado a conjectura de Euler. No entanto, j4 no século XIX, Jonquicres (1890)
afirmava que esse par de cubos néo determinava um poliedro. Por poliedro entendia
Jonquiéres uma superficie. No caso da Figura 1, teriamos duas superficies: aquela
determinada pelo cubo maior e aquela determinada pelo cubo menor. Isto &, teriamos
dois poliedros. Em Provas e refutacées, Lakatos (1978b) mostra como foi mudando
a0 longo do século XTX o conceito de poliedro, 4 medida que os matematicos submetiam
a prova da conjectura de Cauchy a critica ou tentavam refutar essas criticas. O que
Lakatos mostra € queos conceitos da Matemtica sdo dinimicos. A afirmacéo “para
todo poliedro vale arelagdo V'—A4 + F = 2” significava uma coisa para Cauchy e, uma
outra, para Poincaré, no final do século XIX, porque entre ambos ocorreram muitas
modificagSes do conceito de poliedro, desde conceber os poliedros como sélidos,
passando pela concepgdo dos poliedros como superficies, até concluir com a definigéo
em termos da algebra vetorial dos poliedros como politopos. Um outro exemplo de
mobilidade de conceitos apresentado por Lakatos relaciona-se com a conjectura de
Cauchy de que o limite de uma série convergente de fungdes continuas é uma fungéo

R
2Ver Provas e refutagdes, capitulos 1, 4 e 6 (Lakatos 1978b).
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continua (Cauchy 1821).2 Esse exemplo ¢ analisado por Lakatos nos Apéndices I e
II de Provas e refutagoes e nos Philosophical Papers volume 2, capitulo 3. Na
mesma época que Cauchy tinha provado sua conjectura sobre o limite das séries
convergentes de fungdes continuas, j& era conhecida a série cos x - 1/3 cos 3x + 1/5
cos 5x - ..., que aparece em La mémoire sur la propagation de la chaleur de Fourier
(Fourier 1808). Segundo a concepgdo atual, isto é, com os conceitos atuais de
convergéncia e de continuidade, diferentes daqueles do século XIX, a série de Fourier
apresentada acima seria um contra-exemplo a conjectura de Cauchy, dado que essa
série converge a uma fungfo descontinua. Os livros de Histdria da Matematica que
consideram que o desenvolvimento desta ciéncia consiste de uma acumulagéo de
verdades, por exemplo, estamos pensando nos Elements de Histoire des Mathématiques
de Bourbaki (1960), limitam-se a afirmar que a prova de Cauchy estava errada e que
a proposigéo vale sé no caso em que a convergéncia da série seja uniforme. Segundo
essa visdo, foi Seidel (1847) quem percebeu o erro de Cauchy e acrescentou as
hipéteses da conjectura de Cauchy a condi¢do de que a série devia convergir
‘uniformemente. No entanto, essa interpretagdo ndo consegue explicar porque, sendo
conhecida a série de Fourier pelos matematicos contemporaneos de Cauchy, eles ndo
a consideraram como um contra-exemplo a conjectura de Cauchy. De fato, o que
aconteceu foi o seguinte: alguns matematicos, como Fourier, consideraram que a
série cos x - 1/3 cos 3x + 1/5 cos 5x - ... converge a uma fungdo continua. A fungéo
limite desta série tem um gréfico composto de linhas retas separadas, cada uma das
quais € paralela ao eixo dos X, cada uma dessas linhas esté separada de outra por uma
distancia de 1 /4. Como essas linhas podem ser unidas por perpendiculares, essa
funcao limite foi considerada por Fourier como continua, ainda que, sob os critérios
atuais, ela seja descontinua. Outros matematicos, como escreveu Abel (1881a,1881b)
na sua carta 8 Holmbo€ e na sua carta a Hansteen , consideraram que, na Matematica,
s6 deviam ser aceitas séries de poténcias — as séries trigonométricas, na opinido de
Abel, eram anomalias. Dessa forma, vemos que conceitos como “série” e
“continuidade” t€m mudado de significado. Quando discutimos a prova de Cauchy
da proposi¢do “toda série convergente de fun¢des continuas converge a uma fungéo
continua”, devemos levar em conta que o significado das palavras “série” e “continua”
¢ diferente do significado que essas palavras tém na Matematica atual. Dado o
significado que para Cauchy tinham os termos “série”, “continuidade” e
“convergéncia”, a série cos 3x - 1/3 cos 3x + 1/5 cos 5x - ... ndo constitui um contra-
exemplo a conjectura de Cauchy.

Z“Lorsque les différentes termes de la série Uy U, Uy, ... W, U, SONE des fonctions d’ une méme
variable x, continues par raport a cette variable, dans le voisinage d’une valeur particuliére pour laquelle
la série est convergente, la somme de la série est aussi, dans le voisinage de cette valeur particuliére,

fonction continue de x” (Gauchy 1821, p. 131).
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Desta forma, Lakatos mostra o carater histérico e dindmico dos termos da
Matematica. Podemos afirmar que o Céalculo no século XIX tinha outro programa
de pesquisa que o Calculo atual. De fato, na histéria do Célculo, podemos distinguir
quatro programas de pesquisa: o de Leibniz (1971), o geométrico de Newton
(1974), o atual formulado por Weierstrass e o divergente do Andlise ndo standard
de Robinson (1983).

A andlise das duas provas de Cauchy, da prova da conjectura de Euler, e da
prova do teorema sobre séries convergentes de fungdes continuas e de suas criticas
ilustram as 7 méximas do método de provas e refutagdes. A prova da conjectura de
Euler € assim: trata-se de provar que para todo poliedro se satisfaz a relagio V- 4 +
F = 2. Considere-se um poliedro qualquer, por exemplo, um cubo. Tiremos uma das
faces do poliedro e estendamos o restante sobre um plano. Podemos supor que o
poliedro € feito de borracha e que, ao suprimir uma das faces, podemos estender o
restante num plano, isto €, podemos achatar o que ficou (Figura 2). Se a conjectura
de Euler for verdadeira, ento para o poliedro achatado deveria valer a relagio ¥V — A
+ F = I, posto que temos suprimido uma face. Agora, triangulamos cada face dessa
superficie (Figura 3). Esse processo de triangulagéio ndo altera a relacdo V— 4 + F,
porque, ao triangular, acrescentamos uma aresta e também uma face. Retiramos,
agora, os tridngulos um a um. Quando retiramos os tridngulos, temos duas
possibilidades: ou ao retirar um tridngulo suprimimos uma face e uma aresta (Figura
4) ou retiramos duas arestas, uma face e um vértice (Figura 5). Nos dois casos, a
relacdo VV'— 4 + F nio se altera.

Figura 4 Figura 5
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Suprimindo os tridngulos um a um, chegamos no final do processo a ter s6
um tridngulo. Se a conjectura de Cauchy for verdadeira, para esse tridngulo devera
valer que V' —4 + F = 1, o que de fato acontece, pois todo tridngulo tem trés arestas
e trés vértices. Temos aqui, nesta prova, um tipico exemplo do método analitico. O
que € procurado € o enunciado G “em todo poliedro, vale a relagdo V-4 + F =27,
Assumimos esse enunciado como verdadeiro, e depois passamos por meio de suas
sucessivas conseqiiéncias, como se elas fossem também verdadeiras e estabelecidas
em virtude de nossa hipétese, para algo trivialmente verdadeiro, isto €, para o enunciado
H, que afirma que “em todo tridngulo, vale a relagdo V- 4 + F = ]”. A passagem de
“em todo poliedro, vale a relagiio V- 4 + F = 2 para “em todo tridngulo, vale a
relagdo V' — 4 + F = ]” € possivel porque usamos implicitamente trés lemas: L1)
podemos achatar o que fica de um poliedro ao suprimir uma de suas caras; L2)
podemos triangular essa superficie plana resultante sem alterar a relacdo V— A + F;
L3) podemos suprimir os tridngulos resultantes do processo de triangulagdo um a um
sem alterar a relagdo V' — A + F. Agora deveriamos fazer o processo de sintese. Na
sintese, revertendo o processo anterior, tomamos jé feito o que se alcangou por
ultimo na analise, isto &, que “para todo tridngulo, vale arelagio V-4 + F = ], e
colocando na sua ordem natural de conseqiiéncia o que eram antecedentes, e
conectando-os sucessivamente uns aos outros, chegamos finalmente ao que era
procurado, isto €, a “em todo poliedro vale a relagdo V'—A4 + F = 2”. Mas, aqui, nos
nos defrontamos com um problema légico que € o que origina toda a discuss&o sobre
a natureza do método da andlise: o que nos garante que a sintese, a demonstragfo,
correspondera ao caminho inverso da analise? No nosso exemplo, sabemos que de G,
usando L1, L2 e L3, podemos deduzir H, no entanto, disso ndo se segue que de H,
usando L1, L2, L3, possa ser deduzida G em todos os casos.

Lakatos (1978b) distingue entre contra-exemplos globais e contra-exemplos
locais. Um contra-exemplo local é um contra-exemplo a um dos lemas usados na
prova da conjectura, mas nfio necessariamente um contra-exemplo a conjectura. Por
exemplo, consideremos novamente um cubo. Um cubo satisfaz a relagio V-4 + F
= 2, logo ndo é um contra-exemplo global. No entanto, se achatamos o cubo ap6s
retirar uma face, triangulamos a superficie achatada e retiramos os tridngulos na
ordem indicada na Figura 6, temos que, ao eliminar o oitavo tridngulo, ficamos com
dois tridngulos desconexos e alteramos a relagdo V' — A + F, pois eliminamos duas
arestas e nenhum vértice. Assim, temos encontrado um contra-exemplo ao lema L3,
o qual nos obriga a reformular esse lema. O novo lema L3* serd o seguinte: hd uma
ordem de eliminagdo dos tridngulos que ndo altera a relagdo V-4 + F. Um contra-
exemplo local constitui uma critica da prova, mas nio da conjectura. O contra-
exemplo local acima examinado nos obriga a melhorar a prova ao corrigir um dos
lemas usados.
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Figura 6

Um cilindro pareceria constituir um contra-exemplo global. Podemos
considerar que o cilindro tem 3 faces, o rolo e as duas caras circulares, 2 arestas, 0s
circulos e nenhum vértice. Para o cilindro, vale V'— 4 + F = 1. O cilindro refuta a
conjectura de Euler. Quando nos defrontamos com uma situagdo como essa gerada
pelo cilindro, temos, segundo Lakatos, dois caminhos. Um seria fazer como fez
Abel, no caso do contra-exemplo de Fourier a conjectura de Cauchy sobre o limite
de séries convergentes de fungdes continuas. Abel restringia a aplicagdo do conceito
“série” ao dominio das séries de poténcias. Da mesma forma, n6s poderiamos restringir
o conceito de poliedro, de maneira que o cilindro nfo caia sob esse conceito. Por
exemplo, poderiamos dizer que poliedro ¢ uma superficie ou um sélido com caras
poligonais, e isso exclui o cilindro. Uma outra via, é aplicar a maxima 4 do método de
provas e refutacdes. Podemos identificar um lema até entéio oculto, tal que o cilindro
seja um contra-exemplo local a esse lema. Por exemplo, podemos identificar esse
lema oculto como aquele que afirma o seguinte: para toda face de um poliedro e para
toda diagonal dessa face, a diagonal divide a face em duas partes, e existe a0 menos
uma diagonal nessa face. O cilindro refuta esse lema porque suas faces ndo tém
diagonais. Agora, explicitamos esse lema e o incorporamos como condi¢fio & conjectura
primitiva. Chamamos de simplesmente conexos os poliedros que satisfazem o lema
oculto mencionado acima. Formamos uma nova conjectura, que contém como
condi¢do o lema oculto:

Para todo poliedro, se ele é simplesmente conexo, entdo vale a relagdo V - A +
F=2

Segundo o método de provas e refutagdes, a aparicao de contra-exemplos a
uma conjectura leva a uma analise mais acurada da prova da conjectura, a fim de
identificar os lemas ocultos que ndo sfo satisfeitos pelos contra-exemplos. Estes
lemas s@o agregados como condi¢des a conjectura primitiva, dando origem, assim, a
uma conjectura melhorada. Pelo contrario, outras atitudes face a apari¢do dos contra-
exemplos revelam-se estéreis. A rendigdo, isto €, face a apari¢ao dos contra-exemplos,
declarar simplesmente que a conjectura é falsa, ndo leva ao progresso da Matematica,
fecha o caminho ao aprimoramento da conjectura. Restringir 6 dominio dos termos
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da conjectura, como fazia Abel, no caso da série de Fourier, ou, como no caso da
conjectura de Euler, restringir o dominio de aplica¢do do conceito poliedro também
ndo leva ao progresso do conhecimento. No entanto, a aplicagdo do método de provas
e refutagdes nos coloca na seguinte situagfo constrangedora: a andlise da prova nos
leva a restringir o dominio da conjectura ingénua, ao incorporar como condi¢des 0s
lemas suspeitos. J4 néo afirmamos que a conjectura vale para poliedros quaisquer,
mas afirmamos que ela ¢ vélida para poliedros convexos numa primeira tentativa e,
logo, afirmamos que ela ¢ valida para poliedros simplesmente conexos. Aos poucos,
vamos colocando restri¢des ao dominio da conjectura primitiva. Porém, ha um ganho,
no sentido de que o estudo acurado das provas oferecidas nos permite abrir novos
dominios para a investiga¢do matematica. A critica das provas faz surgir novos 4mbitos
para a pesquisa matematica.

O estudo do método de provas e refutagdes nos leva a questionar sobre a
no¢do de prova na Matematica ndo formalizada. H4 iniimeros estudos sobre a nogéo
de prova nos sistemas formais, esses estudos fazem parte da disciplina conhecida
como Teoria da Prova. Mas sobre a nogéo de prova na Matematica comum, nio ha
muito. O mais apropriado parece ser considerar as provas mateméaticas como
construcdes mentais e distingui-las de sua expressdo num sistema formal. Uma questo
estreitamente ligada a nogo de prova é a da evidéncia dos principios da demonstragéo.
Sobre esse assunto, Aristoteles e Russell expressam opinibes opostas. Arist6teles
(1979) afirma nos Les Seconds Analytiques, A 2, 71°20, que

[...] € necessario que a ciéncia demonstrativa parta de principios que sdo verdadeiros,
primeiros, imediatos, mais conhecidos que a conclusio, anteriores a ela, e causas
dela. E sob essas condigdes, em efeito, que os principios daquilo que € demonstrado
serdo apropriados a conclusfio. Um silogismo pode existir sem essas condigdes,
mas ele ndo serd uma demonstragdo, pois ele ndo produzira ciéncia.

Pelo contrario, Russell (1956, p.325-26) afirma em Logical Atomism que

When pure mathematics is organized as a deductive system —i.e., as the set of all
those propositions that can be deduced from an assigned set of premises — it
becomes obvious that, if we are to believe in the truth of pure mathematics, it
cannot be solely because we believe in the truth of the set of premisses. Some of
the premisses are much less obvious than some of their consequences, and are
believed chiefly because of their consequences.?

*Quando a Matematica pura ¢ organizada como um sistema dedutivo, isto &, como o conjunto de todas
aquelas proposigdes que podem ser deduzidas de um conjunto destacado de premissas, é 6bvio que, se
vamos acreditar na verdade da matematica pura, nfo pode ser s6 porque nos acreditamos na verdade do
conjunto das premissas. Algumas das premissas sdo menos 6bvias que algumas de suas conseqiiéncias, e
sdo consideradas verdadeiras principalmente por causa de suas conseqiiéncias. (Tradugéo do autor). ¢
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Isto ¢, para Russell, as conseqiiéncias sdo mais evidentes que os principios,
contradizendo a Aristételes. A posicao de Lakatos estaria muito proxima, nessa questio,
aRussell. Aristoteles expressaria a visdo euclidiana da matematica, cujos defeitos nio
sdo de ordem légica. O defeito da viso euclidiana da Matematica é que faz impossivel
entender como € possivel uma critica das provas da Matemética, e a fortiori como é
possivel o progresso na Matematica. Duas outras questdes que deveriam ser
pesquisadas séo a de se as provas da Matemética devem ser infinitas ou finitas e a de
se elas devem ser efetivamente testaveis ou ndo. Néo ¢ facil chegar a uma posigéio
definitiva sobre essas questdes. Nos sistemas formais, as provas (derivagBes) devem
satisfazer uma série de exigéncias bastante rigidas. Por exemplo, a exigéncia de serem
finitas e efetivas. Um inventario dessas exigéncias encontramos na Introducfio a
Introduction to Mathematical Logic de Church (1956). No entanto, na Matematica
informal, parece razoavel flexibilizar essas exigéncias. Uma maior liberdade nos
requisitos que devem ser cumpridos pelas provas parece ser muito mais compativel
com a Filosofia da Matematica de Lakatos.
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